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1 Définition et vocabulaire

1.1 Définition d’une fonction

Définition ( Fonctions ) :

Nous connaissons déja des transformations en géométrie comme les symétries, les translations et les
rotations. A un point A du plan elles associent un point A" que 'on nomme ’image de A par la
transformation.

En algebre il y a aussi des transformations qui & x € R associe une image. Ces transformations ce
nomme des fonctions et peuvent étre symbolisées par une machine dans lequel on entre une matiere
premiere = et duquel il ressort une matiere transformée (I'image de x) que 'on nomme f(z).

MACHINE A
X f(x)

TRANSFORMER

Notation mathématique : Au lieu de faire des dessins de machine a chaque fois on va écrire que f est
la transformation qui a = associe f(x)
On notera :

fixe f(x) se lit ” la fonction f qui a x associe f(z)”

Exemple :

2
X f -EJI:}E—EII +5

On remplacera ce dessin par : f : z +— —3(z —2)2+5
et on dira que I'image de = est f(z) avec f(z) = —3(x — 2)? + 5.

1.2 Image et antécédent

w On note f(x) "image de x par la fonction f. ( Les images sont les matiéres transformées qui
sortent de la machine f )

m On note x un antécédent de f(z) par la fonction f. ( Les antécédents sont les matieres
premieres qui entrent dans la machine f )

Exemple :

On note f la fonction f:z+— 3z —4

- Calculons 'image de 3 par la fonction f :

L’image de 3 est f(3) =3 x3—4=9—4 =75 donc 5 est "image de 3 par la fonction f.
wm Calculons I'antécédent de 3 par la fonction f :

Pour trouver les antécédents il faut chercher = sachant que son image f(z) doit étre 3.
Il faut donc chercher x sachant que f(x) =3

1 1
Résolvons cette équation : f(x) =3 < 3x+4=33r=-1<z= —3 donc —3 est I'antécédent
de 3 par la fonction f.
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Exemple :

on note g la fonction g : z — x
m Calculons 'image de —1 par la fonction g

g(—1) = (=1)> = 1 donc 1 est I'image de —1 par la fonction g

w Calculons I'antécédent de 3 par la fonction g

il faut pour ga résoudre f(z) =3

fr)=3e2’=3e2-3=0& (@V3)(z+V3)=0cr=V3our=—V3
donc V3 et —v/3 sont les antécédents de 3 par la fonction g.

2

Remarques :
- Pour un antécédent il y a qu'une seule image ou aucune.
- Pour une image il peut y avoir plusieurs antécédents.

1.3 Ensemble de définition

On note f la fonction définie par f: x — f(x)

f(x) est une expression litérale et donc elle n’est peut-étre pas définie sur I'ensemble des réels.
I peut-y avoir des valeurs interdites. On note Dy I'ensemble d’étude de f(z) et on le nomme
Ensemble de définition de f

On note Dy I'ensemble des valeurs de x pour lesquelles f(x) existe
et on nomme cet ensemble ’ensemble de définition de f.

Dy = {z € R tels que f(x) existe}

Exemples :

22+ 3

z—1

f(x) existe si et seulement si x — 1 # 0 < x # 1 donc Dy =R\ {1}

m On note f la fonction définie par f: z +—

m On note ¢ la fonction définie par g : z — 22° — 522 + 2 — 1
g(x) existe pour tous les réels donc D, = R

m On note h la fonction définie par h : & — 22 — 4
h(z) existe si et seulement si 22 —4 > 0 donc x > 2
donc Dy, = [2; +00]

2 Courbe représentative d’une fonction

— —
On souhaite représenter les fonctions dans un repere (O, i, j ).

Définition :

On note Cy et on nomme courbe repésentative de la fonction f

l’ensemble des points du repére de coordonnées (z, f(x))

Cr = {(z, f(x)) avec z € Dy}
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2.1 Tableau de valeurs

Pour placer des points de la courbe représentative de f dans un repere, on utilise souvent un tableau

de valeurs de la forme :

Exemple :

On souhaite tracer la courbe de la fonction carré f : x — z“.

Abscisses

Ordonnées

f(x)

2

Pour cela on peut utiliser le tableau de valeurs ci-dessous :

Abscisses

4

-2

-1

Ordonnées

f(x)

16

4

1

16

2.2 Courbe représentative

La courbe représentative d'une fonction f est donc I'ensemble des points de coordonnées ((z, f(x)).

M 0

LR=]

Exemples :

w Tracer la courbe représentative de la fonction carré f :

w Tracer la courbe représentative de la fonction carré f :

w Tracer la courbe représentative de la fonction carré f :

w Tracer la courbe représentative de la fonction carré f :

w Tracer la courbe représentative de la fonction carré f :

w Tracer la courbe représentative de la fonction carré f :
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3 Recherche de I'image d’un nombre par une fonction f

3.1 Graphiquement

Image de x
parla 37
fonction f

M ()

T T -_I S T
-1 a0 _'i 1 W / 2
: Droite des abscisses

ou
des antécedents

Pour trouver graphiquement I'image d’un nombre x par une fonction f, on se place sur la droite des
abscisses en x puis on cherche le point M sur Cy qui a pour abscisse z. L'image de x par la fonction
f sera 'ordonnée de M.

3.2 Par le calcul

Si on connait 'expression algébrique de la fonction f, pour calculer I'image de a par la fonction f il
suffit de calculer f(a).
Exemples :

w On note f: x> —3(x —2)%+1
Calculons I'image de 2 par la fonction f :
f(2)=-3(2-2)24+1=-3x0+1=1donc f(2) =1 et 1 est 'image de 2 par f.

m On note g : x +—

2z 4-3
Calculons I'image de —2 par la fonction g :
1 1
g(—2) = e == —1 donc f(—2) = —1 et —1 est 'image de —2 par la fonction g.

m On note h :  — V4 — 3z

Calculons I'image de —4 par la fonction h :
h(—4) = /4 —3(—4) = V16 = 4 donc f(—4) =4 et 4 est I'image de —4 par la fonction h.
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4 Recherche des antécédents d’un nombre par une fonction f

4.1 Graphiquement

Pour trouver graphiquement les antécédents d’un nombre a par une fonction f, on se place sur la
droite des ordonnées en a puis on trace une droite horizontale passant par ce point. Cette droite
coupe la courbe en plusieurs points. Les antécédents de a sont tous les abscisses de ces points
d’intersection.

Exemple :

Sur le graphique ci-dessus, les antécédents de 2 par la fonction f sont z1 ~ —1,75 et 9 &~ 1, 75.

4.2 Par le calcul

Si on connalt 'expression algébrique de la fonction f, pour calculer les antécédents de a par la
fonction f il suffit de résoudre ’équation f(z) = a.
Exemples :

mw On note f: x — (z—2)?+1

Calculons les antécédents de 5 par la fonction f :

1l faut donc résoudre : (z —2)2+1=5
(x-2%4+1=5e(@x—-2% =4 (z—-2)=2ou(z—2)=-2doncz=4ouz=0
Donc les antécédents de 5 par f sont O et 4.

w On note g : x —

2z + 3
Calculons les antécédents de 5 par la fonction g :
1 1 3
il lexut donlc résoudre w332 avlec Dy, =R~ {—5}
— - =2 -9 -
w132 &2z +3 &Sz 5

1
donc 'antécédent de 5 par la fonction g est —3

m On note h : x — V4 — 3z

Calculons les antécédents de 2 par la fonction A :
4
Il faut résoudre v4 — 3z = 2 avec Dy, =| — o0;

2
3

Vi-3r=24-3z=4<z2=0

donc 'antécédent de 2 par la fonction A est 0.
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5 Equations et fonctions

5.1 Résolution graphique de f(z) =k

Cela revient & rechercher graphiquement les antécédents de k par la fonction f. Voir le paragraphe
ci-dessus (4.1).

5.2 Résolution par le calcul de f(z) =k

Cela revient a rechercher par le calcul les antécédents de k par la fonction f. Voir le paragraphe
ci-dessus (4.2).

5.3 Cas particulier de f(z) =0

Pour résoudre graphiquement ’équation f(z) = 0 il faut trouver les abscisses des points
d’intersection entre la courbe et la droite des abscisses.

Dans 'exemple ci-dessus :
Sur Uintervalle [—4;4] I’équation f(z) = 0 admet trois solutions et I’ensemble solution est
S={ —-314 ; 0 ; 314 }

6 Inéquations et fonctions

6.1 Résolution graphique de f(z) < k (ou <,>,>)

Pour résoudre graphiquement I'inéquation f(x) < k, il faut trouver les abscisses des points de la
courbe dont les ordonnées sont inférieures ou égales a k.
Exemples :

Lycée Stendhal, Grenoble _0-
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Dans cet exemple, on souhaite résoudre graphiquement sur l'intervalle [—4; 4] I'inéquation f(z) < 2.
On remarque que tous les points de la courbe qui ont une ordonnée inférieure ou égale a 2 sont les
points dont les abscisses sont entre x1 et x5 compris.

Donc I’ensemble solution est S = [z1; 23] ou dans cet exemple : S = [—1,75; 1, 75]

6.2 Résolution par le calcul de f(z) <k (ou <,>,>)

Si on connait l'expression algébrique de f alors il suffit de résoudre f(z) < k.
Si 'inéquation est du premier degré alors on connait la méthode de résolution mais si le degré est
plus grand on ne le sait pas encore. On verra plus tard comment faire dans un autre chapitre.

Exemple :
On note la fonction f définie sur R par f:x— —3x +4
On souhaite résoudre f(z) <7
3
flz)<Te 30+4<7& -3x<3czx> —3

donc x > —1. D’ou I'ensemble solution est S = [—1; +o0]

6.3 Cas particulier de f(z) <0 (ou <,>,>)

Premier cas :

m Pour résoudre graphiquement 'inéquation f(x) < 0 il suffit de trouver les abscisses des points de
la courbe qui se situent en dessous de ’axe des abscisses.

m Pour résoudre graphiquement 'inéquation f(x) > 0 il suffit de trouver les abscisses des points de
la courbe qui se situent au dessus de ’axe des abscisses.

Exemple :
5
T s | J
4 2 o 2 4
.5
- Sur [—4; 4] I'inéquation f(x) > 0 admet pour solution S =| — 2;2[

m Sur [—4; 4] I'inéquation f(z) < 0 admet pour solution S = [—4; —2]U]2; 4]

6.4 Tableau des signes

On peut résumer le signe de f(x) dans un tableau que 'on nommera tableau de signe de la
fonction f
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Exemple :
Si on veut dresser le tableau de signe de la fonction ci dessous, sur U'intervalle [—4; 4] :

5
i}

1 1

-4 2 (N} 2 4
5

On obtient :
z | -4 —2 2 +4
f(zx) ‘ - 0 4+ 0 -

7 Parité des fonctions

7.1 Fonctions paires et conséquence graphique

Définition : Fonction paire

Soit f une fonction définie sur Dy
On dit que f est une fonction paire si elle vérifie les deux conditions ci-dessous :

w [)¢ est symétrique par rapport a 0

mw Vz € Dy on a f(—z) = f(x)

Exemples :

m On note f la fonction définie sur R telle que f(z) = 2% + 1
Comme Dy = R alors Dy est symétrique par rapport a 0.

De plus Vo € Ron a f(—z) = (—2)* + 1 =22 +1= f(x)
donc f est une fonction paire.

1
w On note f la fonction définie sur R \ {0} telle que f(x) = ﬂ
T
Comme Dy = R \ {0} alors Dy est symétrique par rapport a 0.
1 1
De plus Vx € R~ {0} on a f(—=z) :ﬁ = Tl = f(x)
- z

donc f est une fonction paire.
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Conséquence graphique

I

A

Propriété

Si f est paire alors Cy est symétrique par rapport a ’axe des ordonnées (O, 7)

7.2 Fonctions impaires et conséquence graphique

Définition : Fonction impaire

Soit f une fonction définie sur Dy
On dit que f est une fonction impaire si elle vérifie les deux conditions ci-dessous :

w )¢ est symétrique par rapport a 0

w /z € Dy on a f(—z) = —f(z)

Exemples :

m On note f la fonction définie sur R telle que f(z) = 2°

Comme Dy = R alors Dy est symétrique par rapport a 0.
De plus V2 € Ron a f(—2) = (—2)® =2 — 2% = —f(2)
donc f est une fonction impaire.

m On note f la fonction définie sur R ~ {0} telle que f(z) =

Comme Dy =R \ {0} alors D est symétrique par rapport a

De plus Vx € R~ {0} on a f(—z) = —ix = —% = —f(x)

donc f est une fonction impaire.

1
T
0.
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Conséquence graphique

o f(-x)=-f(x)

Propriété

Si f est impaire alors Cy est symétrique par rapport a l'origine du repere O(0;0)

8 Les fonctions périodiques

8.1 Définition

Définition : Fonction pédiodique

Soit f une fonction définie sur Dy
On dit que f est une fonction périodique de période T' ( ou T-périodique ) si et seulement si

VreRona f(x+T)= f(x)

Exemples classiques :

1. La fonction f : x — cos(x) est 2m-périodique.
On a donc Vz € R, cos(z + 27) = cos(z)
( Vérification avec calculatrice)

2. La fonction f : z + sin(z) est 2m-périodique.
On a donc Vz € R, sin(z + 27) = sin(z)
( Vérification avec calculatrice)

3. La fonction f : x +— tan(x) est m-périodique.
On a donc Vz € R, tan(z + 7) = tan(z)
( Vérification avec calculatrice)

8.2 Conséquence graphique

Si on trace la représentation graphique de la fonction f sur 'intervalle [0; 7] alors pour obtenir toute
la courbe sur Dy il suffit de répéter plusieurs fois la partie tracée précédemment.

On peut réduire ainsi ’ensemble d’étude a un intervalle de longueur 7" et ensuite par translations,
tracer toute la courbe.
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Exemples :
m Regardons la représentation graphique de la fonction cosinus qui est 27-périodique.

L
1
0 /‘\E /
1 1
T 3 4

m Regardons la représentation graphique de la fonction sinus qui est 2w-périodique.

1* L

=,
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9 Variations des fonctions

9.1 Fonctions strictement croissantes

fib) | “

f(a) < f(b)| o=-

fla)o.s 0——

0.4+

0.2+

-0.2 1

0.4

Définition ( Fonction strictement croissante )

Soit f une fonction définie sur Dy
On dit que f est une fonction strictement croissante sur un intervalle I inclus dans Dy

siVaeletVbeIsionaa<balors f(a) < f(b).

Les images et les antécédents respectifs sont dans le méme ordre.

ATTENTION : On ne dit pas qu'une courbe monte mais on dit que sa fonction associée est
croissante.

Exemple :

On note f la fonction carré, définie sur R et f(z) =z
m Démontrons que sur I = [0, +00] alors f est strictement croissante.

Soient a € I et b € I tels que a < b

alors f(a) — f(b) = a? —b* = (a — b)(a +b)

Or a < b donc a — b < 0, de plus a et b positifs donc a + b > 0. Conclusion (a — b)(a + b) < 0 donc
f(a) - £(b) < 0 done f(a) < f(b)

d’ou f est strictement croissante sur I = [0, +o0[

2
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9.2 Fonctions strictement décroissantes

ﬂﬂ} 1.2-‘

1 <

f(a)

> f(b)

0.8+

0.&

fib) o

0.4

0.2+

-0.2 1

LS

Définition ( Fonction strictement décroissante )

bJ -

siVaeletVbelsionaa<balors f(a) > f(b).

Soit f une fonction définie sur Dy

On dit que f est une fonction strictement décroissante sur un intervalle I inclus dans Dy

Les images et les antécédents respectifs sont dans I'ordre inverse.

ATTENTION : On ne dit pas qu'une courbe descend mais on dit que sa fonction associée est

décroissante.

Exemple :

On note f la fonction carré, définie sur R et f(z) ==
m Démontrons que sur I =] — oo, 0] alors f est strictement décroissante.

2

Soient a € I et b € I tels que a < b

alors f(a) — f(b) = a® —b® = (a — b)(a +b)
Or a < b donc a — b < 0, de plus a et b négatifs donc a + b < 0. Conclusion (a — b)(a + b) > 0 donc
fa) = f(b) >0 donc f(a) > f(b)

d’ou f est strictement décroissante sur I =] — 0o, 0]

Lycée Stendhal, Grenoble
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9.3 Fonctions constantes

Hal] = f(b)

Définition ( Fonction constante )

Soit f une fonction définie sur Dy
On dit que f est une fonction constante sur un intervalle I inclus dans Dy

siVaeletVbelsionaa#balors f(a) = f(b).

Quelque soient les antécédents, leurs images respectives sont identiques.

ATTENTION : On ne dit pas qu'une courbe reste droite mais on dit que sa fonction associée est
constante.

9.4 Tableaux de variation

On peut résumer les variations d’une fonction dans un tableau que I'on nomme tableau des
variations de la fonction f.
Exemple :

L e o —

FJ =

On va donc résumer les variatiosn f comme ci-dessous :
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10 Extremum des fonctions

10.1 Maximum
10.1.1 Maximum local

Définition ( Maximum local )

Soit f une fonction définie sur Dy
On dit que f admet un maximum local f(a) sur I inclus dans Dy

siVe € 1,1l existe a € I tel que f(z) < f(a).

Exemple : Graphiquement, on voit que la fonction ci-dessous admet 1 comme maximum local sur
I'intervalle [—1; 1]

10.1.2 Maximum global

Définition ( Maximum global )

Soit f une fonction définie sur Dy
On dit que f admet un maximum global f(a)

si Vo € Dy , il existe a € Dy tel que f(z) < f(a).
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Exemple : On trace la fonction f : & — —z? + 1 dans un repére orthogonal.
Démontrons que 1 est le maximum de f.

D;=R

Premiere partie :

f(0)=—0%+1=1donc f(0) =1

Deuxieme partie :

Montrons que Yz € R on a f(z) < f(0)

f(z) = f(0) = —2? +1—1 = —z% or —z? est toujours négatif donc Vo € R on a f(z) — f(0) < 0 donc
f(z) < £(0)

Conclusion : 1 est le maximum de la fonction f.

10.2 Minimum
10.2.1 Minimum local

Définition ( Minimum local )

Soit f une fonction définie sur Dy
On dit que f admet un Minimum local f(a) sur I inclus dans Dy

siVo eI, 1l existe a € I tel que f(z) > f(a).

Exemple : Graphiquement, on voit que la fonction ci-dessous admet environ —0,2 comme minimum
local sur l'intervalle [—2; 0]
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10.2.2 Minimum global

Définition ( Minimum global )

Exemple : On trace la fonction f : z — 22 — 1 dans un repére orthogonal.

On dit que f admet un minimum global f(a)

si Vo € Dy , il existe a € Dy tel que f(z) > f(a).

Soit f une fonction définie sur Dy

Démontrons que —1 est le minimum de f.

Dy =R
Premiere partie :

f(0)=0?—1=—1donc f(0) = —1

Lycée Stendhal, Grenoble
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Deuxieme partie :

Montrons que Va € R on a f(x) > f(0)

flx)— f(0) = 22 —1-— (-1) = 22 or z? est toujours positif donc Vz € R on a f(z) — f(0) > 0 donc
f(z) = f(0)

Conclusion : —1 est le minimum de la fonction f.
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